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INSTITUT IMPÉRIAL DE FRANCE. 

ACADÉMIE DES SCIE?nCES. 



Extrait des Comptes rendus des séances de V Académie des Seiencts^ tome XL, 
année i855. 



sua LA 

THEORIE DE LA TRANSFORMATION 



DES 

FONCTIONS ABÉLIENNES, 

Par M. HERMITE. 



« I. — Kii r<‘prés<‘iilant par çx un |)olynôinc du 
sixième degré en x, et posant 




cinquième ou du 




on sait, parles travaux de Côpel et de M. Bosenhain, que x et xy 
s’expriment par des fractions dont le numérateur et le dénominateur sont 
d«>s fonctions des arguments u et v, qui ont une valeur unique et finie pour 
ItHites les valeurs finies réelles ou imaginairtrs de ces arguments. Cesillustres 
géomètres ont en même temps donné, sous une forme analogue, l'expres- 
sion analytique de treize autres fonctions de m et e qui dépendent algébri- 
quem«‘iit, mais d’une manière irrationnelle, des deux premières, (.^omme 
elles sont aussi à sens unique pour toutes les valeurs finies des arguments, 
il est impossible de ne pas les conserver dans le calcul, et le système com- 
plet <b‘s quinze fonctions se présente dans l’étude des transcendantes abé- 
liemies du premier ordre, comme siiiamu, cosainu et ^amu dans la 
théorie des transcendantes elliptiques. Je désignerai ces quinze, fonctions par 
•'). yjf"’ ‘')v! yi »(".*’). pf /(“> f) l’une cpielconque d’entre elles. 

H. I 
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{ ^ ) 

Semblablement, je nommerai F,(u, v), F,(u, f),..., F,,(u, v) les fonctions 
de même nature auxquelles on parviendrait en prenant pour point de départ 
les équations 



(2) 




r 

r 

X. 



X -+- 6 Y 



üjr = 



v'Tr 



dx = 



U, 



où a, p, ■/, & sont des constantes et iji.r un polynôme du cinquième ou du 
sixième degré en x. Maintenant je poserai, comme il suit, le problème de 
la transformation des fonctions abèliennes du premier ordre : 

« Le polyniSmc fX étant donné, déterminer les coefficients de tj/x et les 
constantes a, 7, d, de telle sorte que les quinte fonctions F (u, i») puis- 
sent s'exprimer rationnellement par les quinze fonctions f[u, v). 

D IL — On sait que les fonctions symétriques rationnelles de x et jr, 
définies comme fonctions de ti et e par les équations (1), possèdent quatre 
paires de périodes simultanées, et que ces [lériodes, ou au moins leurs 
doubles, appartiennent aux quinze fonctions f{u, e). Ainsi, en désignant 
par les lettres u et u les indices simultanés de périodicité, on aura quatre 
relations de cette forme 

/(" + Uo. -+• Wo) =/(“. ‘')l 

/(u u,, e -t- u.) = /(«, e), 

/(« + «J. + w>) =/(«. »’}. 

y (m -H v-h u,) = /{«, v). 

Mais il existe entre ces périodes, telles qu'on les tire du calcul intégral, une 
liaison exprimée par l'équation suivante ; 

: ü) UoU, — UiUo -4- U,ü, — UjU, = O. 

Et en nommant û,-, V/ les quantités analogues à U/, u/, dans les fonctions 
F(f«, e), on aura de même 

(i) û,r, -ü,r.-+-n,r,-Q,r, = 0. 

» Cela posé, si l'on demande que les fonctions F(«, v) s'rapriment ra- 
tionnellement par les fonctions /[u, e), il faudra évidemment que les pé- 
riodes simultanées et appartiennent à F, et soient, par suite, des sommes 
de multiples entiers des |iériodes fl/ et ï/. On devra donc avoir ces relations 
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( 3 ) 

linéaires à coefficients entiers, savoir 



^ Uo = a„12o + a,Cï, +a,Q, +a,n„ 
(5) ) “t" 

J U, = C 9 Û 0 + c,ü, + c,n, + c,n„ 



v„ — apTo + a, 1 , -h a^T a , 

U| = />p1 O -4- ^,Y , - 4 - ftjTa ,-4- ^jYj, 

“> = CoYo 4- c,r, + c,T, H- c,r„ 



<*)» — ffoüo -4- rf, û, -f" 4^a^a 4- t/* 



U, = c/pTp -4- rf.r, -4- rfaTj 4- rf.r,. 



Mais, à cause des relations (3) et (4), on voit que les nombres entiers qui 
composent le système linéaire 



( 6 ) 



I a„ a, a, a, j 

I 4p bf ij I 

i ^0 tïj Cj I 

' do d, rf, d, ) 



ne sont pas entièrement arbitraires. L'étude arithmétique d<'s propriétés de 
ces systèmes particuliers de seize lettres, qui vient ainsi s’offrir, a été le 
point de départ de mes recherches et m’a donné les résultats suivants. 

» III. — En premier lieu, et pour satisfaire à la relation 

UpU, — ed,Up 4 - (J, U, — U, U, = O, 

sous la condition 

4” IL T, — lijT, = O, 

il faut poser les équations 

I aprf, 4“ ^pC, ”• Cob^ — doO, — ^ O, 

^od% 4* boCf ~~ Cobo **" doO>o O, 

ap</j 4 - ftpC, Cp 6, doa, = a,df + b, c, — c,b, — d, a,, 
a,d, -h b, c, — c, b, — d, a, = O, 

'• ^tdf 4 - bfCf ~ Cfb, — d,a, ^ o. 



» Faisons 

aptfi 4- boC, — Cpfcj -T- doù-t = a,rf, 4 - b,c, — c,b^ — d,a, = k, 
on aura les propositions suivantes : 

B t“. I>? déterminant de système linéaire ( 6 ) est un carré parfait, à 
savoir k'. 

« a“. Si deux systèmes linéaires sont soumis aux conditions ( 7 ), on 
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obtiendra, en les composant, un nouveau système linéaire, pour lequel elles 
auront également lieu. Et en exprimant la relation de composition par 
réqnation 

/ a, a, a, \ | Œo a, a, a, j / A„ A, A, A, \ 

( A. A, A, j ^ I (3. ,3. /5, ( ^ ) Bo B. Il, B, I 

1 c, r, c, 1 i '/a y, y, y, i | t<o C, C, C, i 

' rf. t/, </, ' ( (?, d, d, ) ' D„ n, 1), I), ' 

on trouvera, si l’on jto.se comme précédemment, 

t/, “t— A|, c, "*“ Cq A, da df — , dj "1“ A, c, c , A, t/, <t, — A, 

«O (^3 ■+• ^o7, — yojS, — d„o, = a, d, 4- P, y, — y, jS, — d, a,= x, 

AnD, -t- BqC, — EoB, — Oq.A, ^ A, T), -f- B, C,— ■ C, B,— T), A, — K, 

réqnation 

K = Ax 

■> 3®. Si X = I , on aura donc K. = A; alors je définirai comme équiva- 
lents les systèmes 



1 a, 


fl, fl. 




A„ A. A, A, 


1 *0 


d. A, 


cl 


B„ B. Il, II, 


1 C, 


c, c. 




^"0 ''ï 


! (fa dt dj f/, 




\\ n, n, n. 



Cela posé, lorsque A est premier, le nombre total des systèmes non équi- 
valents est 

. I 4 - A -I- A’ -+- A*. 

a 4'’- Ces systèm<'s non équivalents sont représentés par et» quatre t yj>es, 
ou les lettres l', i" désignent des nombres entiers arbitrairement pris dans 
la série o, i, a, , A — i ; 



/ I o O O 

toi o o 

1 o t> A o 

' tt o o A 



I 


o 


o 


o 


1 (' 


I 


O 


k 


i 


o 1 




f 










. III < 




O 


0 


t 


■'I 


1 


O 


O 


o 


o 


A 


' ( o 


o 



o j' 

0 o 

1 - 1 

o I 



; A o i /■' 

t o A i" i 

IV 1 

j o o I o 

! o o o I 



/ 



• 5". .A l’un (pielcuui{ue d’entre eux correspond toujours un autre, et 
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lin seul, tel quVn les composant, on obtienne le système 



fi O O O 
O / O o 
O O k O 
O O O A' 

on un système équivalent à celui-là. 

» 6 “. Soit 

, ;ij 

b„ b, b, b, 

^ ^ L'o C, C, C, 

iIq (1, <lj tlg 

nn nouveau système linéaire, pour l(>({uel on ait 






a„d,-l- boC, — c,b, — d„ a, = a, d, -t- b,c, — c, b, — d,a, = i . 

^ » On pourra représenter dans toute leur généralité les systèmes corres[)on- 

dants à nn nombre premier A, en faisant, et dans l’ordre qui est indiqué, la 
coni|>osilion suivante ; 

I ag a, a, a, I i A o o o 

b„ b, bj bj I 1 o A o o 

J Co c, c, c, l I o o I o 

i d„ d, d, d, ' o o o I 



^ ) Po fit Pj pi 
i Vo 7. 7a 7s 
d. d 



» IV. — fais propositions que je viens d'énoncer montrent avec évidi'iice 
t[iie les systèmes linéaires comjiosés de seize éléini'nts assujettis à vérifier les 
équations ( 7 ), sont entièrement analogues aux systèmes linéaires à quatre 

lettres | j (*).^Ia‘s considérations suivantes rendront celte analogie en- 
core plus manifeste. Je rappellerai d’alxird ce que M. Gauss nomme substi- 
tution adjointe 'd mw substitution donnée., Soit, par exemple, la substitu- 



(*) t'ojm tnr les systèmes linéaires, une Lettre que m’a adressée M. Eiscnslein (Journal 
de M, Ljoovillc, tome XVllj, et dans les Comptes rendus de C dcmlemie de Berlin (juin iSSa), 
nn .irticle du même géomètre, intitulé : Ubcrdic vcrgteic/mng von solchen ternnren quadra- 
tischen Formen, tvetehe vcrschiedcne determinanten haiten^ 




tion S, entre quatre indéterminées 

x = X -h Y ûj Z -H i7, L* , 
^ r= Aq X -f- ^ “h A* Z -h ^3 U t 

Z Cq X -f* Cf Y -}- CjZ *+• c*j U. 
U — f/oX ci f\ H- Z + f/| Ij , 

et A le déterminant du système 

Cl0 df (Ij £1* I 
Bq hf 

Cq Cf Cj 
(Îq Hf f/j Hf 

la substitution 1 adjointe k S sera 

dà ^ dA^ dà M , dA^ 



da, * 

>» = db*- 
de. 



daf ' 



dOi 



c/A^ </A m d^^ 

5r^ + :jr3+3r», 



db, 

dcx 



dbf 

it 

dCf 



3 



db, 

£a 

*1 



1», 



</ A w </ A </ A ^ A ^ 

Mais c’esl seulement en vue «le la théorie «les formes qua«lraliques à plus «le 
deux indéterminées que M. Gauss introduit cette notion, car une substitu- 
tion entre deux indéterminées étant 

a: = a, X -t- fl, Y , 

/ = h^% -+- b,\, 

on obtient pour la substitution adjointe, 



= — <1, JT -t- «o^l< 

et il est visible qu’on passe de la première à la seconde en faisant 
x = ^, X = 1J, 

7 =-i. \=-J 
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Or line propriété toute semblable appartient aux substitutions a quatre in- 
déterminées dont les coefficients vérifient li-s équations (7). Aloi-s, en effet, 
la substitution adjointe Z se déduit de S en faisant 

x = p 7=»> Z=— u=— X* 

X = A«, Y=A:il, Z=-*T|, U = - A J. 

Vjc résultat découle de ce qu'on jkhU remplacer le système des équations (7) 
par le suivant : 

a^b, -ha,b, — a,l>, — a,ba = o, 

Cj “t“ n, Cj •“ Cq — o, 

lïglfj IZilfg rfg — A, 

bfjC^ -4- b^ Cj Aj c^ Aj Cq — ^ A, 

Aglf, -f- bfii^ b2Cif A, ifg — O, 

e© tfi -f- c , Cfdf Cg tf© — O, 

# 

ipii lui est entièrement équivalent. 

» V. — Un dernier lemmenous reste encore à établir avant d’aboixler la 
théorie de la transformation des fonctions abéliennes. Soit f= ^ a,^ jr, 
l'expression générale d'une forme à quatre indéterminées, les coefficients 
vérifiant la relation aij = ajj cl le signe ^ s'étendant aux valeurs o, i , a, 3, 

des deux indices. En établissant entre les coefficients de cette forme les 
équations suivantes : 





ûoo ^ 


'» - 






= 


Il a„ — 






^00 


a,f 




fl,. 


^01 


— 


«01 


(a©, 


«II) = 


0, 




«» 


-t- 


a» 


^01 


— 


a.» 


(a„-T- 


^oj) — 


0, 


^00 


rt.. 


— 


fl.i 




-1- 


flgi 


(a„ — 


^01) = 


0, 




«.'1 


- 


0» 


^oa 


- 


a» 


(a„ — 


aoi) = 


0; 



elle jouira de cette propriété que, la forme adjointe étant désignée par 
on aura 

y (Xg, X I, .Tj, X,) = S ^ o ^1)» 




en faisant 



x,= — X, = — v 5 jf„. 

1^1 quaiiült' â est donnée pur la relation 

^00 tt|ï “t" rig, rtj3 Uqj fljj 0*3 = 0,3 O33 ■+■ Oq, O33 0,J3 0|, 0J3 — - d, 

et son carré est précisément l’invariant de J^. 

» l)e là résulte facilement la pro|H>sition suivante. Soit F = 2 ^ 

tine transformée de J, obtenue par la substitution linéaire 

- ■ Xo = Oq Xo -f- O, X, -i- O3 X2 O3 X3, 

X , ~ Xq “t- X , -f- ^3 X3 -t“ f*3 X 3, 

X3 — Cff X„ "à” C| X| " 4 “ C3 \3 ~t" C‘3 X3, 

t ' . , X3 = r/o X„ -t- r/, X, -f- t/3 X3 r/, .X3, 

dont les éléments vérifient les équations (7), les coefficients A/j. seront s<iu- 
mis aux mêmes conditions que ceux de la propost-c. Ainsi ou aura 





A 30 


A„- 


• A2 


8 = A, 


1 1 A33 


— Aïj, 




A PO 


A,. 


-f- Aj, 


Aot 


■“ Apj 


(A„ 


•+- A«* ) = 


0. 


Am 


A33 


- 4 - A3, 


A») 


— A,, 


(A .3 


H- Aqi) = 


0, 


A 00 


A., 


- A„ 


Aoa 


-H Ao, 


(A ,3 


— Apj) = 




Aj» 


A, 3 


- A„ 


Anj 


— Aj, 


(A |3 


- Ao,) = 


0* 



et enfin, si l’on |K)se 

Aüo A 13 À^i .A3 3 A„3 .a 13 A *3 A, , A 33 -+■ \qi A33 ^.Aq3 a , 3 .A J 3 — A, 

on obtiendr.a 



» Ce résultat montre qu’on |K‘Ut isoler en quelque sorte les formes y^des 
Ibrines générales à quatre indéterminées, pour les comparer entre elles par 
les substitutions spéciales que nous avons définies. Un pourra ainsi se 
jmser sous ce point de vue le problème de l’équivalence arithmétique de ces 
formes, établir la notion de classe, recherclier les rapports entre les classes 
distinctes qui correspondent à une même valeur de à. Dans un Mémoire 
publié dans le Journal de M. Crellc, tome XbAIl, page 343 , j’ai déjà donné 
un exemple d’une théorie aritliinétitpic conçue de celte manière, et «pu 
se rapp«»rte à des formes à quàtre indétermiué«-s d’une nature analogue à 
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• . ( 9 ) ■ ■ • 

celle (les formes binaires. Mais il me siilïit ici d’avoir duiiim la notion des 
fonnes J, dont on va voir le r(>le iinporlaiit dans la tli(‘orie des fonctions 
abéliennes. 

» VI. — Les propru't(‘S des fonelions de deux argnuieiils analogues à la 
Iraiiseendante 0, (jne Jacobi a introduite dans la théorie des fonctions 
ellipikpms, étant la base de nos recherches, il est néces.saire (jiie lions les 
rappelions en peu de mots. 

U .Soit d'abord ’ * 

F(£i„a- + li,/-, X„x X,jr) = 
en avant égard à la relation 

ii„r, - JJ, r„ -f- ü, r, - jj,ï, = o. 

. ' 

on trouvera qu'aux pé-riodes siimiltaiiées de K, représentées par , ■ 

iJo* 1 0* 

^1» ^is ' . • 

"la» 

T.. . • - ; 

correspondent respectiveinenl dans la lonction traiisfonnée les périodes 




• H, G, . . • 

■ G, n, 

oïl l’on lait, pour abréger, ' . 

_njï, — a,r, a,c, — u.r, a, Y, — n, r. 

n.T, — n.r.’ û, v, — n.r.’ n. r. — n.r,' 

Cela posé, désignons p:ir4>(r,j')la forme quadratique G.r-»- a Hxr + G'/’,, 
et soit • * 

l») »!,X, jr) = — 'I f 

• , . < ■ 
la sommation s’étendant à toutes les valeurs entières de /« et n, depuis ao 

à + œ . En attribuant aux quantités />, y, p. v toutes les combinaisons 
possibles des valeurs o et i, on obtiendra les seiie fonctions par lesquelles 
. . ’ • • • ■ > ' 




. ( 1 " ) 

Oô|M'l et M. Rosenliain oui exprimé les numérateurs et le dénominateui 
commun de /, (Jr, /), /, (x, j), S,i{x,jr)- Ces fonctions, que nous 
réunirons dans une même forme analytique, en gardant les quantités p, (/, 
fi, V, vérifient, comme on le reconnaît trcs-facilement, les relations sui- 
vantes : 

I 0(x-t- i,7) = (-iV'e(x,j), 

) e(x, JC -t- 1 ) = (- 1 )“ e{x, 7 ), 
i9(x+H. J' + G') = (-i7’ 6 (x, 7 ) 

■ ' 'e(x + 0, J--MI) =(-i)»e(x,j')e-'<“-*-‘'’. 

Kl récipiatquemeiit ces relations déterminent la série (8), sauf un facteur 
constant; qu'on suppose, en effet, 

• 0(xJ')=VA 



on trouvera, en substituant, <|ue les deux premières sont satisfaites, quel 
que soit A„.„ et les deux dernières donneront, en égalant dans les deux 
membres les coefficients des mémi's exponentielles. 



A 

A 



I 



•“ Am,» , 

= A„,,; 



d’où il suit bien qui' le coefficient A„_„est un facteur constant.’ ' •' 

» f-i iorme que nous avons donni''e à la série (8) met également eu évi- 
dence la relation : 

(to) + 

en appelant pour unjustant 0o celle des seize fonctions dans laquelle • 
p, tf, fi, V .sont tous égaux à zéro. On voit par là qu'en augmentant les ar- 
guments de den 1 i-périod€^s, on peut aus.si exprimer les seize fonctions par. 
l’une quelconque d'entre elles. 

» Rufin nous aurons cette propriété, 

(lo) e(-x,-j) = (_,r-’'’0(x,j), 

d'on .n'sulle que les fonctions impaires correspondront aux valeurs de 
p, >/, fi, V, <|ui donneront 

pv + qp==\ (mod.a). 

O'S fonctions, comme l'a déjà remarqué Gôpel, sont au nombre de six. 
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( " ) 

» vu — Ces préliminaires établis, nous aborderons, comme il suit, le 

èt , , ‘ . 

problème do la trauslornialion. 

» Soit, en conservant les notations du § 111, 

a, a, a, 

hc !h b, 

Co c, f, c, 
t/, (ij ci% 





un système linéaire, dont les éléments sont des nombres entiers qui véri- 
fient les équations 

, • âyf/, -f" hÿCi ^obi t/ott, o, 

(Iq (i^ bf^c^—" Cfjb^-~- do tij O, . , 

a„d, bgC, — Cf b, d^a, = k, 

£if df -f“ b ^ Cl C| bf — ^ d^ tZf — ky 

Cly df bl Cg c, bg — rf, /ï, O, 

(2g dg bgCg ^ Cg bg ” dgdg O. 

> Pour abréger l’écriture, représentons un instant par z, la lonctiou 
linéaire fl/X 4- fe, J, i désignant l’un des nombres o, i, a, 3, et posons 



(ra)©(î<, 4 - Oz, 4 - Hz,, Z, + H s, -h O'z,) _ n(x,/-); 



ou aura ce théorème : 

» La Jonction ïl[x, y) satisfait à ces équations de ménejorme que les 
équations (g), savoir : 



1 n(x-t-t,7) = (- o'"n(x, 7 ), 

I II (x, J 4- 1 ) = {- ')" n (x, j), 

n (X 4- / 4- g-) = (- 1)^* n(x, 7) e- 

n (X + g, 7 -e A) = (- 1)’ n (X, 7) 



et si l'on représente, pour simplifier, les quantités aibf—ajbi, UjCj — OjCi,... 
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■ . . {. 13 ) • ■ 

/Hir (fir <ij , rtc . , Irt nnlriiit ffr <; . h, n' rt Hr h’ — gg' seront 



.. — (''«i.. -4-afrfA). H GG') 

^ ~ (ai)., H + {ail,.G'-l-(ai)„(n'— GG')’ 
_ ;arf).i4-(arf).,G-t-afarf).,IH-(aJ).,G' + fa'd),i(H'— GG' ^ 
* ~~ ah),^ H- n -h 1 fli )«* G' -h (ûA).î( H* — GG') 

Iqç)}. G 4“ 2{qg)w H -t- (ac)«i G'-h(gg)n (U’ — GG* j 

P ~ (a//)„ + (ai!„G -+- a (ai)., H 4- {ab)„ G'-+- (aA)„ (II’ - GG')’ 

I (rrf)„ 4- (fr/;,. G -h a H -r (frf «G'-f- ( H’ — GG')‘ 

' ~ {„h)„ 4 - (ai;,, G + a(a»)« H + (aé ),,G' + (ai)„(H’ — GG’ )’ 

On aura oufiu ^ ptmr 1rs nnm/nrs entiers mi, i»i p> «|< tes rxprr.ssions 




(.5) 



in = ari„ ■+■ va, -r- p -h i/ a, -h a„n, -+■ a, a„ 

I n ~ ah„ -I- vh, -i- P h, -h ij b, ■+■ h„ h, -h h, 

P = pu-o + pr'i + l/c, -¥■ C„C, -h f, c„ 

1 (j ~ p,tt„-{- vit, -r- pit, -t- f/ ({, -H ti„ri, 4" 



» Nous ajouterons l'oinme corollaire à ce ih^oreme, qu’eir résolvant les 
ér|iiations (i4). P’"' rapporta O, H, (”, IP — GG', on obtient 




• „ _ (frf).i -t- (ac)„y 4- 2 {be)„ti ■+■ [ob\„(ti‘ — gg' ^ - 

’ lcrf), -t-(af)„j 4- a (ir)„A -4- (rfi),.g' -f- (ai)„<A> — 

II = 4 - (af)„g 4- a( tc)„A + (itli]„g‘ + {ab)„i/,’ — gg') 

'Sii),y 4- ><•;,, y?4- a{ir)„Â 4- 4-(aA;„(Â’ — Kg')' 

_ («/),. 4- (ar)„y 4- a (A r)„A 4- (<lb)„g' 4 - (aA )„ tA’ — gg" 

~~ {ail,, 4- (ar)„ff 4- a(Ar),,A 4 - faA)„(A’ — gg’ ' 

_ rC' — (rrf).t 4 -(af)..g 4 - a (A r,i„ A ji lb)., g’ s- {ab),.l b’ — Kg ') 

(ni;,, 4 - («<•)» g 4- a[Af),iA 4- {€tb)„g' 4 - (aAi„(A' — 4 -'' ' • 



» la's résultats que je viens d'énoncer mettotit iimiiétliatenieni en evi- ^ 
dt-nce la méthode «pie j’ai suivie dans la question de la transformation. 
Ci’tte méthode, bien naturelle et bini simple, consiste à iniroduir»! le sys- 
tème de seize fonctions 5, analogues à 6, mais dans lesquelles G, H, (î'‘ 
auront été n-mplacés par g, h, g', puis à employer les relations ( 1 3), pour 
«txprimer fl (x,j^)par des combinaisons entières et homogènes de ces 
seiz<* fonctions. En effet, on s'oit de suite que le facteur exponentiel 
r f, I*'*,, r,)î 

e « étant indé-pendant des quantités p, q, (X, y, «lispa- 
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_raitrM dans le «(UOtiKiit de deux fondions di(ïArenle,s [1 ^jr, y i|in corres- 
pondent à deux systèmes distincts de valeurs de ces (|iianlilés. Or t es (pue 
tients représenteront les quinr/' fonctions ^ aux arguments s„ ~h H z„ 

Z, -4- Hz, -H G' , exprimées rationnellement par les quinze quotients pro- 
venant de la division de deux fonctions 9 (jr, j ). Mais avant d'exposer cette 
méthode, nous avons à approfondir la question suivante, qui mérile un 
examen attentif. 

» Vin. — I-a fuiidiun H étant seulement définie par la série , 

a- V ic»m .f T ilT* 

2(-') « ^ 

n'a d'existence qii'aiitant i(ue cette série est convergente. Or, en posant 

= > H* — GO' = (û„ -1- i(P, ' 

on trouve que la coiiditioii nécessaire et suffisante de convergence consiste 
en ce que la (orme quadralicpie (y, 5, 9") soit définie et positive. Il est donc ' 
iiidispnsable, lorsqu’on introduit le système des fonctions 9(j:, j-), de s'as- 
surer si la condition analogue, relative aux éléments g, h, g\ se trouve 
remplie. Ainsi, en posant, |umr mettre encore en évidence les parties réelles 
et les coefficients de /, 



S— g' = il)' , A» — = 4- ij), 

nous avons à rccoiinaîliv si la forme (jj^ ij' ) est elle-même définie et 
positive.- ,, 

» A cet elfel, j’introduis lit forme suivante à quatre indéterminées r 

y (x., X,, x„ X.) = 9'x* + 9'x? -t- (9''(î)„ - 9» xl -K (9®„ _ 9'„t0)x’ 
a.ffXoX, 3 Ç ' s ^ (flo^ ft«to)-t^i V 

— a (®S» — ®o5)x, X, — a(55„ — 9’9'„)x, X, - a(55» - 9'of)')xo x,, 

Pt je représente jiar .Ht., le module du dénominateur commun des valeurs ' 
de g, h, g', dans les équations (i4) dit $ VII, de sorte que 

-IR.” = [(nft)oi -t- (rtA),i 9'o 2(tt*)o» 5o •+• ("^)o» {la (P, J* . ’ 

+ [{«*)>• Ç+ S -H -t- (a4)„tP ]». 
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Ol« tait, on aura les théorèmes exprimés par les relations suivantes : 

-I- jr* = -^J{b^-a^j,b,x-a,j-,b^x-a,jr, b,x-a^x), 

•i’ - 14' = ^(5’ - Sî.') 

Comme la seconde montre que les déterminants (j* — 39’ , §’ — liÇ' sont 
de même signe, il sufHra de prouver que l’nn des coetficieuts 9 ou est 

positif, [tour être assuré que ( 9 , 9 ') est une forme définie et positive 

comme (tj. S, îf)- l’**'' là on se trouve amené à la considération de cette 
expression reinarquabley(xo, a:,, x„ x,) qui pré'sente le type général des 
forinesà quatre indéterminées dont j’ai donné précédemment la notion (§ V;. 
Ainsi, en désignant la forme adjointe par f(Jo» -3^,, Jj, JT,), on a cette 

pmpriétc caractéristique quey^ se change en'^ par la substitution 

, ^ 1 =(5’-OT» -(5’-S5D Jr, , o:.= -(S* - 4To. 

De là résulte une analogie très-grande avec les formes binaires; au jioint de 
vue algébrique, ]>ar exemple, on reconnaît qu’elles sont réductibles par des 
snbstitiitions réelles à rime de cis trois espèces : 

,I)X,*+Xî+X»+Xî, (Ii)-x;-x;-x»-x;, (ni)x; + x;-x;-x«, 

mais seulement à l’une d’elles, de sorte qu'on doit exclure celles-ci : 

±(xî + x;4-xî-xî), . ■ • ' 

Mais je n’insiste pas davantage, en ce moment, sur cette analogie, et je 
vais, en appliquant les formules connues, montrer que j appartient à l’es- 
pèce (1). Il fampour cela calculer les invariants des formes _/ (x„, x,, o, o), 
y{x„, X,, x„ o), et enfin l’invariant de y elle-même, (ies invariants sont 
n‘S|K*ctivement I 

. . ir(S!i'-S’)’, et 

En y joignant l’iinité et le coefficient de xJ, on forme ainsi la suite carac- 
téristique 

I, <r, <1'( (.’(?■ - 5* (hV- 5 ‘)‘- 

• I ■ • 
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Or celte suite ne présente que des permanences, puisqu’on admet par hypo- 
thèse que ÿ, yS* — 5 ’ sont des quantités positives. I)e là résulte que la 
forme /est réductible par une substitution réelle à une somme de quatre 

carrés; ainsi les quantités ^ b„ b,), jj'= -^.Jia^, a„ a„a,) 



.sont bien essentiellement positives. 
. » IX. — En posant 



+ a hxj -t- = f (x, y), 

les seize fonctions dont l’existence se trouve rlémontrée par ce qui pré- 
cède, seront i-eprésenlées ainsi : 

iic[(ana- »i)a'a-( 3 K-i-i<)a']a- 7 liTf(ai>ia.iu, la.*-»). 



les nombres u«, », p, ^ étant, comme p., v, p, q, égaux à zéro ou à l'unité. 
Elles satisfont aux équations suivantes, entièrement semblables aux équa- 
tions ( 9 ), et qui les définissent à un facteur constant j.rès, savoir; 

fl (X -I- J) = (-.)“ 6 (X, 7), fl (X, 7 + .) = (-. r 9 (X, J'), 

9(x-i- h,y + g')={-ij 9(x,/)e-'’<'^*^'>, 

fl(x H-g, 7+ A)= (—1)'’ b{x,y)er^"^*'‘'^*'‘. 

Il s'agit maintenant de les employer pour exprimer la fonction Tl{x,y), 
• que nous avons définie par les quati-e relations (i3), § MI. A cet effet, je 
remarquerai d’abord qu'ayant 

' • n(x,7) = e(x, 

ou peut joindre à ces relations fondamentales la suivante ; 

n(-.r, -7) = n(x,j) 

Or il est très-facile d’établir qu’en supposant k impair, on a 
/>v -+- 9 p= j)n -h <]m (mod. a), 
de sorte que nous pouvons écrire 

(16) n(-x, -7) = n(x,j)(-i)^"'^'^'". 

■> Cela posé, je fais abstraction de toute autre propriété de la fonction 
n(J^, J), et ne gardant absolument que les relations (i3)ct (. 6 ), je cherche 



( «6 1 

fil |iifmifr lieu combien elles impliquenl de çonstanles arbitraires dans la 
toiiL'lKin qu'elles siTveiit à définir. 

•• Four cela, .soit 

, pn + Iim + m) J-.+. (an -f- a«--n) 

U(j. = 2,1— I) A„,„e A* 

t)ii satislei'a ainsi, quel que soit aux deux premières. 

I1(JT + 1 , 7 ) = (-i)*" n x, 7 ), n (x ,7 + i) = (— i)" Il (x, 7 ): 

quant aux deux suivantes, elles donneront, en comparant dans les deiu 
nienibres les coefficients des mêmes exponentielles, 

* \ 1 7 ) -A fl,.,. a, B — A,fl^ fl, Afl, . fl — Afli^fl ; 

enfin on tirera de l’équation (|61, cette dernière condition 

.A-ot—fl.—fl— , — Afli^fl. ^ 

Dr les équations (i font soir que tons les coelBcleiits A„. „ s'expriine- 
ront par ceux où les indices sont moindres que k, et qui sont en nombre 
ri;al à A“. Distingnons maintenant celui dont les indices vérifient les condi- . 
lions 

ni = — m — fl, n= — n — v {mod. k), 

<jni sont évidemment [xissibles, puisque le module est impair. L’équa- 
tion (i 8) sera alors une identité, et le coefficient dont nous parlons restera 
arbitraire; mais, en vertu de. cette meme relation, tous les autres, qui 
sont au nombre de A’ — i, seront égaux deux à deux. De là nous tirons 
celte pioposition : . 

» L'expression la plus générale de la fonction fl (x, x) tjui est définie parles 
relations (t8) et (tf>), renferme — - — coefficients entièrement indépendants. 

. . • X. — l>es considérations précédentes sont également applicabli*s à des 

valeui's paires du nombre k. Soient par exemple, pour k = i, les relations 

n 1,7) = Il (^,7)i -e i)= Il (x, 7 ), 

— aiit (2r t-jç') • 

Il (x A, 7 -t- g')= ll(x, 7 )e 

~ ÏÉff (-ix 

n (x -f“ //) = n ; 
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on trouvera, en posant 
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n(x,j) = 

les conditions 

, n > s =: , A. 

Donc n (x, jr) est la somme de quatre séries déterminées, à savoir celles 
qui se trouvent multipliées respectivement par les coefficients Ap,, . 
A(pO. A,.,, qui restent seuls arbitraires. Or on satisfait évidemment aux 
équations ( 19 ), en prenant pour FI (x, j-) le carré d’une quelconque des 
fonctions 6 (x, j"). Donc ces carrés s’expriment linéairement par quatre 
nouvelles fonctions, et de là se tire immédiatement la réduction algébrique 
des seize lonctioiis 6, à quatre d’entre elles, prises arbitrairement. 

» XI. — En général, toutes les relations algébriques et différentielles des 
' lonctions 9 peuvent être obtenues d’uiur manière analogue. Ici ce sont les 
relations algébriques qu’il nous importe de considérer, et particulièrement 
celles où entrent d’une manière homogène le plus petit nombre de fonc- 
tions, et qui sfuit en même temps du degré le moins élevé. Telle est, par 
exemple, l’équation mémorable du quatrième degré obtenue par Gôpel (*) 
entre P', S', P”’, S", qui se déduisent de l’expression générale de ô, en faisant : 

Pour P' , "» = o, <• = o, P = o, 

P", w = o, « = o, P = o, 

S', « = I , » = I , P = I , 

S", >» = I , n. = I , P = o, 

» Je vais encore établir l’cxistcnco de cette (■quation, et des autres du 
même genre, qui ont aussi lieu entre quatre fonctions, car elles sont fonda- 
mentales pour ce qui va suivre. 

» Soit, à cet effet, n(x,j') une fonction .ainsi définie 




«îr(amx-4»a«r)*+* — P (m, ») 

> 



! n{x-4-i,g) = n(x,7), 

ij = n(x,7), 

n (x -+- A, 7 -t- g") = n (x, j) g- ' 1 *’' (’■"+»'), 
, n (X g,7 -t- A) = n(x, j) 



(•) Voyet, tome XXXV du Journal de M, Crelle, îe Mémoire de nilustre géoroètr*'^ 
intitulé : Theorice transcendentium AbtUanarum primi ordinis adumbratio Uvis. 

H, . 3 
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En la supposant représentée par la série 

f * 

on trouvera, pour déterminer les coefficients, les relations 

et si l'on veut exprimer que le développement représente une fonction paire, 
on y joindra la suivante : 

m.— Il — 

Alors les coefficients se réduisent à ceux-ci : 

‘^0.0, A|,o, Aj_j, Aq^i, A,, O, Aa.i, A,^i, A, ^2, A,^j, 

et la fonction fl (x,_y) sera la somme des dix séries entièrement déterminées, 
et multipliées respeetiveinent par ces coefficients qui demeurent arbitraires. 
Cela posé, soient 9„, 6,, 9 ,, 9 „ quatre des seize fonctions 9 ; nomiiions 9 , 
l'une d'elles, et “•„>*,■, p,-, <t,-.les valeurs des nombres ■«, p, qui le carac- 
térisent. Faisons encore, pour abréger, i,. = 4- ou satisfera évi- 
demment aux équations (19), en prenant pour les quatrièmi's 

puissances de ces fonctions, et les carrés de leurs produits deux à deux , 
quels que soient mo «o p< k- Or on peut joindre à ces expressions, qui sont 
au nombre de dix, le produit 9 » 9 , 9 , 9 „ si l’on pose, suivant le module 1, 

! “•«+••■) -t- '“1 -H “4t O, U, 4- U, -1- », 4- S] K O, 
po+p, -t-pt + Pi^o .),-t-^, 4 -H, 4 -^,*o, 

*• -f-»i -I- 't -t-*> ■■O. * 

Sous ces conditions, on obtient nécessairement, entre les onze quantités 
que nous considérons, une relation linéaire, puisque foutes s’expriment 
linéairement par dix fonctions déterminées. Or rexistence de cette relation 
suffit à notre objet, et nous n'aurons pas à employer les valeurs des coi'ffi- 
cients, qu’il serait d’ailleurs bien facile de trouver. Nous nous bornerons 
aux remarques suivantes : 

» t°. On satisfait aux équations (ao) de la manière la plus générale, en 
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prenant , suivant le module a, 

= m, »*, = m -H m , . = w -h m . 



s II, 



s n 



, », = « -H tl » 

I * 

P. = f, , = P, = f + f,. 

1. = 1, 1. = 1 1.’ 1. = 1 + V 

**i **) f ) ‘|> étant arbitraires, et les autres entiers, devant vérifier la condition 



“*i = m -t- m + m ' 

1 1 

= tt -t- «, -t- 
P. = f + f, + f,’ 
1. = 1 + 1, + V 



f . «. + P. ». + 1, w. -+- = O. 

» a". Des quatre fonctions ®o» r ^«1 deux peuvent être arbitrairement 
choisies parmi les seize fonctions 9. Ce choix fait, il existe trois systèmes 
distincts de deux autres fonctions qu’on peut leur associer, de manière à 
satisfaire aux équations (ao). 

» 3“. Les fonctions 9„ 9„ S, peuvent être paires, ou bien deux se- 

ront paires et les deux autres impaires : aucune relation algébrique du qua- 
trième degré n’aura lieu entre quatre fonctions impaires. 

* XII. — Je considère maintenant une fonction homogène de 6„, 8,, 8„ 8,, 
dont le degré soit le nombre impair A\ Une telle fonction s'exprimera 

linéairement par des produits de la forme 6* 9^ 9^ 9^ , où a. 6, (, & 
sont des entiers positifs dont la somme est A. Cela |xisé, eu assujettissant ces 
nombres aux conditions particulières 

6-(-b = ti = (mod. a;, 

! et >) étant o ou i , on formera quatre espèces bien distinctes de fonctions • 
homogènes, que je désignerai ainsi ; 

rio(x, lorsqu’on fera : t = o, >l=o; 

n,{x, J , e= I, >) =o; - 

n,(x,j), s = o, » = i; 

j), É= I, 13= i» 

et l’on aura ce théorème : 

. Les Jonctions n„(x, j), H, (ar, ^), H, (a?',/), D, (x,jr) correspon- 
dent respectivement à 9„, 9,, 9„ 9, j de telle sorte qu’en représentant par 
II/(x, _y) l’une quelconque d’entre elles, l’indice pouvant recevoir les 

3. 
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'j'zle’in O, t, a,. 3, on au/ a hes i-etalions suivantes : 

i n<(jr + 1, = (- !)“■ n, (x, j), 

n/{x,^-*-i)=(-i)‘‘ Hi(x, 7), 
n,(x + A, j + g') = (-if 

Il<(2^ + g. r + A) 

, n< {- X - 7) = (- 1)*' jii (x, 7), 

qui sont analogues aux équations de définition de la fonctions /, savoir : 

54 ^^+ •> 7 ) = (-«)“' 

7 + 0 = (-')“* r). 

94x + g, 7 + A) = (-i)‘'‘ 6,(x,7)e 

®<(- - 7) = (- ')*' 54x, j-J. 

» Je vais maintenant établir que les quatre fouctions II, (x, ,eoii- 
tiennent, sous forme linéaire, un nombre égal à de eoeftieieuts indé- 
pendants. Concevons, pour cela, qu'en employant l’équation homogène et 
du ((ualriéme degré, dont nous avons établi l’existence entre 6,, Sj, 5,, 
on élimine, dans ces fonctions, toutes les puissances de l’une des quan- 
tités 8, de 6, par exemple, qui surpassent la troisième. Cette réduction 

il B C ' 

faite, toutes les expressions 8^ 8^ 8^ 6^, où l’exposant !» ne surpasse pas 
3, .seront linéairement indépendantes. Car s’il en était autrenieni, on au- 
rait nue s«>conde relation algébrique, homogène entre 8„,8,,8„8„ d’où 
résulterait que les seize fonctions 8 s’exprimeraient algébriquement par 
deux seulement d’entre elles; et, par suite, que deux quelconques des quo- 
tients quadniplement périodiques seraient fonctions algébriques l’un de 
l’autre. Nous conclurons de là, qu’il existe précisi-ment autant de coeffi- 
cients arbitraires dans n, (x,jr)que de solutions distinctes, eu nombres ' 
entiers et iwsitifs, des équations 

«-»-6-(-C-I-!> = A-, B-t-ï»=£, c-(-ï»^j] (niod.a), 

lorsqu’on suppose successivement 

b — Oj I , a, 3. 



Digitized by Google 




» Or on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est — — ^ 

cVst-à-dire préciscmenl égal au nombre des coefficients indépendants qui 
entrent linéairement dans la fonction définie parles équations (i 3) et(ifi) (*). 

{•) La coïnndonce de ce» deux norabre» est &i importante au point de vue où je me siiU 
placé dans la lht*oric de la transformation, que je crois devoir donner le calcul qui sert à ré- 
tablir. Soient u et üi les valeurs o ou i , déterminées par les conditions 

q, gsn I (rood.a), 

on trouvera immédiatement que pour 

î) = o, b = 2, 

les nombres de svhitîons sont rcspectivenwnt les coefficients des ptiUsances j:^ et dans 
le produit f 

tandis que pour 

b =3 I , b = 3, 

ces roéroes nombres sont les coefficients de x*"' et dans le produit 
( ■ -f- X -f X’ -f-) (**■ -H ^ + -r''-*- ^ +■ ..) (x--H ^ -f- * + -) = j ). • 
De là on conclut que pour b = o, i, a, 3, le nombre total des suintions est donné par le 



coefficient de dans le développement de la fonction 






(•-•r) (<-*■)’ 

Passons mainlenant aux valeurs partinilières de t et v. Lorsque ces quanlités sont nulles 
toutes deux, cette fonctiou devient ; — — )• } - et dans les trois autres cas. elle se pre- 

(l — X)(t — X*)* 

(t X*) 

sente toujours comme égale à x^** développements de res fractions 

ont même partie impaire, car leur difTerrnce est la fonction paire ^ : donc, pour des 

valeurs impaires de A, le nombre des solutions des équations proposées ne dépend pas ^es 
valeurs de i et q. Ce nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte à Tequation unique 

en supposant b = o, i, a, 3v Or, suivant ces cas, on trouve successivement les nombres 



et leur somme, divisée par 4i bien égaie à 



. Digitizedtiy Google 




( ) 

Cela pose , il a été établi , J XI , que sur les quatre systèmes de quanti- 
tés P/, <\(, deux sont arbitraires. On pourra donc, en disposant seu- 

lement de l’un deux , prendre par exemple : 

"0 
«0 
P» 

K 

et pour 1 = 0 faire ainsi euïiicider les équations ( a t) avec les relations (i 3) 
el(i6). Noussommes amenés par là à cette proposition fondamentale de la 
théorie de la transformation des transcendantes aliéliennes du premierordre : 

» La fonction 

n(jT,^) = e(zo4-Gz, -i-nz., 2 , -t- 

aux modules G, II, G' peut être exprimée par une Jonction entière et homo- 
gène, du degré k, des quatre fonctions ^,,{x, jr), S, (x, _y), 9,(x, j'), 
9,(x, jr) aux modules g, h, g', qui dépendent des premiers par tes équa- 
tions (i4)- 

» Xin. — Mais ce n’est pas une seulement des seiie fonctions 0 qui ' . 
s’exprime ainsi par S», 6„ ô,, d,. En prenant en eflct pour II {x,jr) suc- 
cessivement les quatre fonctions homogènes de ces quantités que nous 
avons précédemment nommées IIo(x,_ 7 '), fl, (x, j). II, (x,j^), Il,(x, 7 ), 

et qui toutes renferment linéairement — constantes arbitraires, on sa- 
tisfera de la manière la plus générale aux équations (i3) et (i6) pour quatre 
systèmes différents de valeurs des nombres p, v, p, q. Et les valeurs de ces 
nombres s’obtiendront en posant : 

pOo -t- va, ■+■ pUt -I- qa, -h + fliOj. 
ph„-h vb,-t- pby qb, -i- b„b,-+- b, b,. 
pCo -I- vc, -t- pc, -I- qc, -+- Co c, -t- C, c„ 
pde -h vd, -h pd, -h qdf-s- dod, -y- d, d„ 




= m=paa -t-va, -s- pa^ -t- qa, -i- ao», -r- a, a, 

= n Sfii, -i- vb, -¥■ pb, -i- qb, ■+- b„b, ■+■ b, b, 

= P =pCo -h vc, -h pc, -+- qc, c„c,-\- c, c, 

= = pda -h vd, -t- pd, -4- qd, -l- d,d, -+-d,d, 



(mod. a), 






Digitized by Google 




( >3 ) 

suivant le module a Pour plus de clarté, je désigtte par V/, pi, celles 
qui correspondent à «>,■, p<, ■)(, et je fais f, = v/pi-i- p.,- qi; on trouvera alors 

tres-facilement : 

p« -t- P( + p« -H PjS O, Vo + V, 4- V, + V, SS O I 

Po Pi + Pj 4- /»,== O, <7o 4- <7, 4- 7, 4- 9, = o ■ (iiumI. a!. 

Jo '*’a ■+■ ^8= O I 

Or ces relations sont de même forme que les équations (ao), § XI, et on en 
conclut cette profsosition : 

• Les quatre /mictions 0 que nous exprimons par des Jonctions homo- 
gènes et du degré k, de S„, 5,, ô„ 9,, sont liées, comme celles-ci, par une 
équation homogène du quatrième degré. 

» XIV. — Les résultats précédents, conduisent immédiatement aux rela- 
tions entre les quotients quadriiplemeut j>ériodi(iues qui proviennent de la 
division de deux îbnetions 0, et ceux qui pmvieunenl de la division de deux 
fonctions 9. Ces derniers, en regardant g, h, g” comme arbitraires, représ<'n- 
teront les fonctions périodiques les plus générales, auxquelles donnent 
naissance les intégrales ultra-elliptiques de pri’miêre classe, loi-squ’on aura 
n-mplacé les arguments x et y par d’antres qui en dépendent linéairement 
d’une manière quelconque. Ou obtient ainsi la solution du problème de la 
transformation, tel que nous l’avons posé en commençant. Mais nous 
allons présenter la relation obtenue entre les fonctions 0 et 9, de différents 
modules, sous une forme analytique, mieux appropriée aux considérations 
qui notis restent à développer. 

» Nous ferons, dans ce but, la substitution suivante : 

X = I -f- Al -t- gu, jr = ^ -f. g'i -t- Au, 

et nous |x>serons 

? (»» t»i *1 “•> ëi A, g") = 8(* 4- Al 4- gu, V -•-g'*-*' *“); 

remplaçant ainsi la fonction 9 aux deux arguments x et jr, par la fonction Ç, 
qui dépendra de x, y, i, u. Cela posé, soient 

^=<*0*4- ho^ c** 4- dfu,, 

7 = a,*'4-A,y4-C,t-t-rf, U, 

Ji = a,< -H A, y 4- c,» -t- dfii, 

O = 0,1 -(- 4- c,i 4- rfju , 
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on Crouvera aisément ces relalions importantes {') : 

Z ÿ (j Zf -f- Hz* — éKt-HGü-t“113&, 

Si 4“ Hzi -f- = ?T -H HO 4- G^ii, 

Z, Z, 4- *iZt 4- <•* (s») ï,) = aj(X 4- HS 4- GO) (i 4- A» 4- gu) 

4- 6.1(X 4- H S 4- GO) (v 4- g'»4- Au) 

4- U, (ÎT 4- G’S4- Ho) (jc 4- At 4- gu) 

4- A, (? 4- G’S 4- H O) (<> 4-gG4- Au). 

» Pour abréger l'écriture, représentons par cette expression de la forme 
quadratique z„z, 4- z, z, 4- 4>(z„ Zj], et convenons de mettre en indice à la 
fonction Ç les valeurs des noinlires », pi li qui figurent dans la fonction S 
dont elle dérive, nous aurons alors ce nouvel énoncé des théorèmes de 
transformation : 

» Les quatre fonctions représentées par 

te nombre i pouvant recevoir les valeurs o, i, a, 3, s' expriment par des 
Jonctions entières homogènes , et du degré k des quatre quantités ana- 
logues 

(*’V.4».g,A, g'). 

Les modules g, h, g' dépendent de G, H, G' parles équations (i4), S VII, et 
les quatre nombres p./, v,-, p,-, qt de •»,, "y, p„ i, par les relations 

u,,sft,a, 4- ïifli 4- p,a, 4- ÇiOt 4- a,a, -h a, a,, 
p. A, 4“ v,A, 4“ Pi A, 4“ A, 4“ A, A, 4- A, A,, 

Pi spiCt 4- v.c, 4-piC, 4- qiCt 4- c,c, 4-c, c,, 
tl vsp^df 4“ V, i/, 4- Pidi 4- <7iyfa -hdadiS-d^d^, 

auxquelles il Jaut joindre les suivantes : 

«4,4- »*, 4- >»s4- w»»*ûO, M„ 4- U, 4“ », 4- »4 « o, i 
po4-p,4-p, 4-p, — o, I (mod. a), 

y, 4“ y, 4“*, 4-*, ^ o, ] 

et celles-ci, qui en sont, comme nous l'avons dit, la conséquence ; 
p„ 4- p, 4- p, 4- p, = o, v, 4 - V, 4- Vj4- V, = 0 , ) 

Po -t- p. + p, + p, = O, Vo 7» + V» = “’ ! (mod. a). 

Jp -f* if 1 + -4- Ü, I 

(*) Od se soayîent qu'au § VU, la quantilc b,y z été désignée, pour ïbféger, 

par Zi, -* 
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» XV. — En partant de ces résultats, je vais déterminer combien s'ob' 
tiennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair k est sup- 
posé premier. Je me fonderai à cet effet sur cette proposition ; 

» Considérant la substitution : 



i K zr cto ^ et, -f- ûtj Z + ûtj Ij , 

7 =iSoX+i 3 ,Y + , 3 ,Z+/ 33 U, 
I ^ = y»X -H y, Y -4- 7 ,Z y, U, 

- O^doX-e-diY -4“ t^oZ-t- (îjU, 



dont les coefficients sont des nombres entiers assujettis aux conditions : 
“«t?! /3<.7 i — 7o/3. — â„a, — O, 

“o<fa ^*o7s — 7*>15 j — = O, 

«ocîj -4- |5 o7j - 7«^j - “'o®» = ' ' 

St, -4- j3, yj — y, ^3 d, «3 — I , 

«I + i3, 7i — y, pi — o', a, = o, 

+ iîj7« — 7 j^>— = o. 



en la faisant suivre de l’une des quatre suivantes : 



X = x, 




1 U=Au, 



11 . 



X = x, 

Y = Ay, 

Z = itf ■+■ J, 
U = 




X = Ax, 

V = t'x -4- V, 

Z = A., 

U — l’x Ix II, 



IV. 



X = Ax, 

Y = A,, 

Z Ï=Ï Ix -}- *, 

XJ ÏSÏ /*’x -f- <1* e4- U| 



ou i, i', i" désignent des entiers positifs inférieurs à A, on pourra obtenii 
dans toute sa généralité la substitution ; 

^ = a„i + Aott -t- Co» -4- f/o“i 

ü — tl|* *4- A, .y -4- C|*-4* tf|U, 

^ — Oo X -4- bj^ -4- Co t -4- r/j U, 

^ — n, X “4” ftf y -4“ C’j » -4- t/, w, 

4 . 
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ilont Ire coefficieiils sont assujettis aux retalitms l'oiidamentalcs : 



a^d, -f- h„c, — — d„ti, = o, 

— c^h., — d„tt, = O, 

{l^d^ “t” ^0^* d^tti — 

rt I </j "4“ 2 ^1^8 2 ^ J 

fl, rfj -(- 6, c, — c,f>, — d, a, — O, 

a,d,+ bfC , — c,6j — </,flj = O. 

Celle proposition renferme, comme on voit, la thiîorie ariliimélitpie de l.i 
réduction des systèmes linéaires : 

^0 ^0 ^0 ^^0 [ 

fl I bf Ci r/| I 

^8 ^8 t^8 ^3 i 

«S *8 C8 '/b J 



en se fondant sur la notion d'équivalence qui a été nommée, par Kiseiistein, 
Véqidvaience à l'anche des systèmes. En prenant, au contraire, l'éijuiva- 
leiua; à droite des sidistitutions pour point de départ, on obtiendra les 
substitutions ou systèmes réduits que j’ai donnés § II. On en conclut (jue 
toutes les transformations des fonctions ,al)éliennes qtii répondent à un 
nombiv premier k, résultent des transforiiiatioiis particulières où l'un 
emploie les substitutions réduites I, II, III, IV, combinées avi>c les trans- 
formations où figurent les substitutions (aa) au déterminant un. Or le 
nombre des substitutions réduites étant i A -t- A’ -4- k', on obtient piv- 
cisémeiit autant de transformations distinctes, dans lesipielles les fonctions' 
Ç (X, V, Z, U) sont exprimées |>ar des jMilynémies homogènes et de degré k, 
cuiitenaiit quatre des fonctions Ç(a, •>). Nous n'avons plus ainsi qu'a 
passer des fonctions Ç(X, Y, Z, E ), aux fonctions Ç (-X, 7, ü, ü), les argu- 
ments -V, 7, i, O étant liés aux arguments X,Y, Z, li ]>ar les équations ( aa ). 
Or, en omettant les modules, pour abréger I écnturir, la dépi*ndance de 
ces fonctions est exprimée par la relation : ' . 



5', Si, O) _ consI.Ç^^ ^ (X, Y , Z, E), 
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dans larjiudle 

m = /aao + va, 4 - pat-i- + a„a, ■+■ a, a, 

n =!ifio + vfi, -j- p^, 4- fl fi, -+- + jS, ,'5, 

f =JiV„ + V7, + /jy, 4- q i, 4 - -/„7, 4- 7 , 7 , 

(| s v^i 4 - 4- ^^3 -f" 4- O, dj 

Cela posé, si l’on a 

m = p, n=v, |) = p, ij = ? (mod. a), 

la loiiclinn Ç se trouvant changée (!ti elle-même, la combinaison de cette 
transformation avec celles qui correspondent aux substitutions réduites 

ne donnera point de formules nouvelles. Mais si les nombf.,,^ m, n, f , ^ 

ne coïncident pas tous avec jx, v, p, q, la combinaison de cette transfor- 
mation aura évidemment pour effet de permuter li>s diverses fonctions Ç, 
exprimées eu [)r»'mier lieu par les formules de transformation relatives ans 
sultstitutions rtaluites. 

» On est amené par là à utic considération entièrement semblable à celle 
qui a été présentée par Abid dans la théorie des fonctions elliptiques, et 
i|ui a pour consétpience dt! multiplier par six le nombre total des transfor- 
mations données pour la première fois par Jacobi. Scidemcnt, il faut bien 

reniarcpier que les expressions rationnelles de la forme y = con- 

sidém-s par Abel (* ), conduisent à’des relations irrationiudles, si l’on compan- 
deux intégrales ellipliqut's prises l'une et l’autre à partir de la limite zéro. 

» Dans la théorie de la transformation de fonctions al>éliennes, le nondire 
de ces transformations distinctes dans lesquelles fr = 1 est égal au nombre 
des substitutions différentes, représentées par les équations (22), lorsqu on 
ptsmd les coefficients suivant le tnodule a. Or, en ayant égard aux rela- 
tions qui existetit entre les coefficients, on trouve ce nombre égal à 720 ou 
au prtKluit : a. 3 . 4. 5 . 6 ; nous avons ainsi ce théorème : 

» /.e nnmbre des tramjormations distinctes des Jonctions abélicnnes qui 
correspondent h un nombre premier k, est : 720 ( i -f- 4 4- 4’ 4 - A' ). 

(•) Voyez les OEuvirs <î'Abcl , tome I"', pa|;e 879. Ce point de U théorie de la transforma 
tion sur lequel insiste lillustre géomètre, est eirectivemenl de la plus grande imporunre, p.si 
exemple ilans 1.x rcchcrclie des modulra qui donnent lieu à une multiplication complexe. 

4.. 
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)• XVI. — Parmi ces diverses transforinalions, celles qui correspondèiit 
aux (|nalre types de siibstitutious réduites, lorsqu’on y suppose égaux à 
zéro les nombres entiers t, i', i", méritent une attention particulière. Ou voit 
alors, eu effet, .se présenter iuuiiédialement la notion iiuportaiite des . i 

hamformalions supplémentaires, qui, sous le point de vue le plus général, 
nSiiilte de la cinquième des propositions arithmétiques données § 111. I«s . \ 

substitutions que nous allons ainsi considérer, <laus les théorèmes de trans- ^ 
formation, seront les suivantes ; 




» .Mors on trouve que la forme quadratique désignée par y., § XIV, s’éva- 
nouit, et que les nombres caracléristiqu<;s m,., p,-, sont respective- 

ment égaux à Pi, V,', Pi, (ji (*h Écrivant donc, pour alux'ger, au lieu de 
Ç et introduisant les modules transformés dans la fonction où se 

r, Si 

lait la substitution relative aux arguments, on aura celte proposition ; 

» Les quatre fonctions représentées par chacun de ces quatre types (**) : 

1 . 

A j, ku, J G, J H, 

11 . 

*1 **• 

111 . * 

U, AG, H, 

IV. 

Çi (X'x, Sf Uf Â’OjA'Il, 

s'expriment par des poij-ftômcs entiers homogènes et du degiv k, composes 

. *) OUe dernière drci>nslance peut toujoun èlre réalisée à l*ég«rd de toutes le» subsii- 
unions réduites. Rien n’enipéche, en effet, de prendre pour chacun des nomhreîi dt’signè» 
par », i', ^ un systètne quciconqiie de résidus suivant le module t , au lieu de» résidus minima 
O, I, a, . X — I . Or, en faisant choix des k nombres pairs o, 2, 4» • • • 2(1 — i), tm voit 
immédiatement qu’on aura : 

ui, inoda. 

(••) On lient remarquer que les transformations relatives aux fonctions I et IV corre) 
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des quatre fonctions 

(*) Vi *»“i G, H, G'). 

Ola posa-, il esl clair qu’eu appliquant l’une après l'autre les Iraiistorma- 
tions relatives aux fonctions I et IV ou II et III, on parviendra de ces deux 
nianières à l'expression de 

Çi (/ti, Â'ij, A», Au, G, II, G'), 

par <les polynômes entiers homogènes et du degré A’, contenant les tpiatre 
fonctions aux mêmes modules, 

Çi V> •> ^0- 

Revenons inuintenaut des fonctions Ç aux fonctions de deux arguments 
dont elles tirent leur origine, nous ohtiendrfvns le théorème fondamental de 
la multiplication des . transcendantes ahéliennes, à savoir que les quatre 
fonctions 6, (Xx, kjr} sont des poljrnômes entiers, homogènes et du rlegré A* 
composés des quatre Jonctions 0,{ar,_y). 

» XVII. la^i formules de multiplication pour les quotients qiiadruplement 
|>ério<liques, provenant de la division de deux fonctions 0, découlent nalii- 
ndlement des théorèmes qui viennent d’être établis. Seulement il importe 
de préciser les divers groupes de trois <|uotienls, quicorivspondront respec- 
tivement aux divers groupes de quatre fonctions 6,- dont les nombres carac- ' 
téristiques ft,-, V(, p,-, qi sont assujettis aux conditions 

+ -l-,u,= o, Vo-l- V, -t- Vj-t- v,s o, \ 

/'o •+- p, P j H- Pi = o, q„+ q, +q,+ q, = o, Imod. a. 

Jo + J) -t- -tj = O, , I 

» Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients en deux 
genres bien différents, telle que l’a faite M. Veierstrass, non-seulement 
pour les fonctions abêlicnnes du premier ordre que nous considérons en 
ce moment, mais jiour celles d’un ordre quelconque (*). I^es ipiotieuts 

pondent parfiiteirirnt Ji ce que Jacobi nomme dans la théorie des ftmetions elliptiques. Irons- 
formatio prima ^ moduit majoris in minorrm^ et transfnnnatio srcuntla minoris in majnrcm, 

( Pumlamcnta , page 56.) 

(*) y ayez Journal tic M. Crcllc, toroe XLVII , oii dans Journal <Ah M. Lion ville (tradiif< 
tion de M. Wœ|>cke), le Mémoire dans lequel ce savant géomètre a donne un aperçu de $«<s 
grandes et belles decouvertes. Voyez aussi dans le tome Xi du Retaeil des Savants étrangers, 
lo Mémoire de M. Roseuliaiii, couronné par l’Academie, et qui, beaucoup plus eornpiel 
sons ce point de vue que celui de 6oj>el , renferme les expressions du système des quinze 
quotients perixHliqiieSf telles (sauf uue légère modification) que les donne M. Veierstrass. 
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du premier genre, en adoptant les notations de cet auteur, seront désignés 
par al {x, avec un seul indice qui recevra les valeurs o, 1 , 2 , 3, 4- Us , 
s'expriment eomme il suit, par les fonctions savoir : 





( >iix du second genre seront représentés par al(x, /)._ indices, 

devant cliacun recevoir encore les valeurs o, 1 , a, 3, 4i e< qu'on pourra 
perinuter entre eux. Ils sont au nombre de dix, et s'exprinii'iil de celle 
inaniere : 



al, 

al 

al 

al 

al 

al 

al 

al 

al 

al 



O, I 
O. S 

0.1 

0.4 

4.2 

4.4 

a. S 

t,4 

1.4 




I 



les indices des fonctions 0 étant détenninés dails ces formules par la 
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condilion qu'en supposant 



aK — V-V*' , al 



r 



H', v", p", <j" soient les valeurs o ou i, qui satisfont aux relations ; 



p"=p + p\ v"=v + v' 

p’^p+p', q"=q+q’ 



mod. a. 



(icla posé, on aura cc théorème : Tous les groupes de. trois quotients 
al (x, jr) jorxncs avec quatre fonctions dont les nombres caractéristiques fi„ 
V/j Pt>qi vérifient les équations (20 bis) seront compris dans cette forme 
générale : 



a\(x,jr), al(x,j)j_., 



sous ta condition que les indices a, ê, y, (?, e seront tous différents les uns 
des autres. 

U Cette condition admise, le théorème londamental pour la multipli- 
cation des arguments dans les fonctions abéliennes quadruplement j«'-rio- 
diqties s'énonce ainsi : 
a Les trois fonctions 

al . Ax,Âj)„, al('Àx,Aj)^ .^, al (Ax, 



sont des fractions rationnelles, ayant pour numérateurs et dénomiruiteui 
commun des polynômes entiers et du degré A’, par rapport à 

. 

C«s trois fonctions sont d’ailleurs liées par une équation du quatrième 
degré, conséquence <le l’éipiation homogène et du même degré qui existe 
entre les quatre fonctions 0 ;(x, y). 

■> XVIII. — C’est aux résultats précédents que je tné suis arrêté justpi'ici 
dans l’étude de la transformation des fonctions abéliennes , et je vais ter- 
miner cet exposé succinct de mes recherches, en faisant voir comment celte 
théorie analytique de la transformation se trouve étroitemi-nl liée à la 
théorie arithmétique des formes quadratiques dont j’ai parlé § IV. Repre- 
nons, à cet effet, le théorème dn § XIV, consistant en ce que : Les quatre 
fonctions représentées par 



O, H, G'), 



{ 3a ) 

si l'on 'attribue à l'i/utice i les V(fteurs o, 1 , 2 , 3, s'expriment au nmyett rie 
Jonctions lwmop,ènes^et du degré k, des quatre quantités 

les inoflules g, h, g' dépendant de G, H, G', par les équations (i li) rfa § Vil, 
et les arguments O, de x, <f, », u, par celles-ci : 

I X-^ OÿX -i- Ct* -y d^Uf 

• 1 7 = <»,* + c,» + 

( ‘ * t ■ ' J 

1 <0 =3 at» + Ct« *+■ aytri y 

■f O = 0,1 i, C» + </,u. 

Or a cotte relation ainsi formulée entre les transcendantes Ç, de différents 
arguments et de différents modules, correspond la relation arilliraétiqne 
que donne le théoiéme suivant : 

• Soit 



G — + H = 5. + *5’ ‘ÿ\ H' — GG' = t0« + 1 lO , 

nommons 5 (Æ, ?, !6>, O) la forme quadratique qui s’est déjà présentée 
§ VIII, savoir : 

f (X , i, O) = (j'i* + Ç.7* -t- (5'®.— œ) i* 4- (S®. - ç.©) ü* 

_,5.x3'-a((,-'.5-g'5.)xï,_a(ç,s-ç5.)?To. 

- a (®5. - ®.5) î=0 - a (55. - S&'. ) 7* - a (Sü. - Ç ) Ait) , 

et considérons de même l’expression semblable : 

f (»i *. “) = 9 + 9v* + (ü' ^0 — (9^0 ~ 

- a - a ( g'J - « - a (g„ç - ) .j» 

- a ( ^§„ - ï>0 Ç ) “ - a ( - 99’« ) *t‘ - > ( - !l j’) «U 

/.es variables Al,?, 3i, O étant liées à x, y, », u par les équations (a3), dont 
1rs coefficients sont des nombres entiers assujettis aux conditions Joiula- 
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(^4) 



<Ïq^j -f- ^■'o^a ~ ■~- dij(î^ = O, 

^o^a bft^i ^'O^a ^o^a ” 

(jf (f^ b^ O3 *““ c^ b^ ~~ d^ fi^ •— by 

üf d^ -f- //, c, — c, />i — rf, rtj = O, 

^a^a ^a^a ^a^a 



on aura identiquement : 



Ss, O) _ J ( x, 'y, », u) ^ 

■^^■' ~ r-99' 



15^ 



» Telle est donc la nature de la relation entre ces deux fornu-s quadrati- 
ques, semhlahleinent com|K)sées avec les modules G, H, G' et g, h, g', que 
la première se change en la seconde multipliée par A% an moyen de la sub- 
stitution qui transforme les transcendantes Ç aux modules G, H, G', en 
îles fonctions homogènes et du degr»'- A, des transcendantes analogues aux 
modules g, h, g'. On voit ainsi comment vient se présenter cette étude 
arithmétique de formes particulières à quatre indéterminées, où l’on n’em- 
ploie pas comme instrument analytique les substitutions les plus générales 
entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions particu- 
lières (a3) définies par les équations (aij), et qui reproduisent clés formes 
du même genre. C’est précisément à cette idée que je me suis déjà trouvé 
conduit dans un autre travail {/ourrui/ de M. Crelle, tome XLVIl, page 343), 
eu ayant en vue l’étude purement arithmétique des nombres entiers com- 
plexes — '• P“ alors traiter, par les méthodes propres aux 

formes binaires, les principales questions concernant les formes particulières 
à quatre indéterminées qui étaient l'objet de mes recherches, et ajouter par 
là de nouveaux caractères de similitude entre les nombres entiers réels et 
les nombres complexes (*). 



(*) En pounuivant les recherches que je viens de rappeler, j’ai obtenu le théorème suivant 
qui oITre un nouvel exempte de celte analogie : Za-x équations à corfficients entiers comp/e.res 
et en nombre infini de la jorme n»'* -f- éa*~' - 4 - . . . - 4 - ^2 -î- A = o , pour lesquelles la norme 
du discriminant ^e'est-à-dirc du nombre entier eomplexe, égal n aU'*~'ï multiplié par 1e pro- 
duit symétrique des earrés des dijférences des racines)^ eonserre la même valeur, ne contiennent 
qu'tin nombre essentiellement limité itirratinnalités distinctes, Voyei pour te tliéorènie ana- 
logue, relatir aux nombres réels, le Journal de M. Crelle, t XLVIl, p. 335- 

5 
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» Un pareil rapprochement entre les formes ,T(a;, 7, £, O) et les formes 
hinaires, semble égaletnent devoir se présenter; on peut du moins le pré- 
sumer, d’apres les propriétés relativi-s aux formels adjointes, énoncées au 
§ Vlll, et siirtoiil |)ar cette expression remarquable et facile à vérifier, sa- 
voir ; 

•f ( A-., ?, â&, O) = ç- x; - a5.ic, .7, rt- 57 : -H (Sff'- S*) (S' -I- aSï>o gr>*) 

où fai fait, pour abréger, 

X, = X -t- 5» S’ -t- t3, 7, = 7 + 5»®- 

» Cependant l’analogie de ces formes particulières que j’ai nommées à 
indéterminées imaginaires conjuguées, avec les fonnes binaires, ne |X‘rsiste 
pas toujours; parfois, comme je l’ai fait voir, il arrive- qu’on ait à la suivre 
dans plusieurs directions différentes, et bientôt on est amené à des questions 
où la nature des fonnes à quatre variables se manifeste sous un point de 
vue qui lui est propre, et qui exigent de nouveaux principes. Les mêmes 
circonstances viendront-ellc-s s’offrir dans les questions analogues dont le 
[Kiliit de départ s’est trquvé dans la théorie des fonctions abéliennes? C’est 
là un ordre de considérations arithmétiques aussi intéressantes que difficiles, 
sur lesquelles je |xmrrai peut-être un jour offrir aux amis de la science le 
n-snltat de mes rechen-hes. » 



ERRATA. 

Dans les équations (i4), $ VII, le cocfiicicnt a(a<Ij„ de A , au numérateur de U , doit 
être remplacé par a(n^),,— A; et le coeflicient a(Ar),i de A, au numérateur de U, par 
3 (Ac)„ — A, dans 1rs éi|uations (i5). 

§ XI, au lieu de : telle est, par exemple, l'équation, etc., lire, telle est par exemple, après 
les relations quadratiques, l'equatiun, etc. 
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